Механика

Элементарная физика


Глава 4
Механические колебания и волны

§ 1. Колебательное движение

Движения или процессы, характеризующиеся той или иной степенью повторяемости во времени, называются колебаниями.

Колебания относятся к наиболее распространенным явлениям природы. Колебательный характер имеют излучение звезд, происходящее за счет ядерных реакций в их недрах; волны на поверхности водоемов, возбуждаемые ветром; биение сердца, вызываемое периодическим сокращением сердечной мышцы; речь, вызываемая колебаниями гортани.

Видом колебаний являются механические колебания.

[image: image39.wmf]Колебания, совершаемые при отсутствии внешних воздействий за счет первоначально внесенной в колебательную систему энергии, называются  свободными.

Такие колебания может совершать груз, подвешенный на нити или пружине после того, как его выведут из положения равновесия и отпустят.

Колебания, совершаемые под действием периодической внешней силы, называются вынужденными.

Такие колебания будет совершать рука, если ее двигать вправо-влево.

Вынужденные колебания будут совершать качели, если их подталкивать в такт колебаниям.

Величина максимального отклонения колеблющегося тела от положения равновесия в процессе колебаний может оставаться неизменной и может изменяться.

Колебания с уменьшающейся с течением времени величиной максимального отклонения от положения равновесия называются затухающими.

Колебания с постоянной с течением времени величиной максимального отклонения от положения равновесия называются незатухающими.
Затухание колебаний происходит за счет потерь колебательной системой энергии. Поскольку совершенно избежать потерь энергии невозможно, свободные колебания, в принципе, являются колебаниями затухающими. Правда, в ряде случаев, на не очень длинном интервале времени, затуханием можно пренебречь и считать свободные колебания незатухающими.

Чтобы колебания были незатухающими,  в колебательную систему необходимо поставлять энергию от какого-то внешнего устройства, причем эти поставки, как и сами колебания, должны носить периодический характер и при этом подчиняться строго определенной закономерности.

Регулировать поступление и трату энергии внешнего источника можно с помощью специального устройства, как не связанного с колебательной системой, так и автоматически управляемого ею.

Незатухающие колебания в системах, рассеивающих энергию в окружающую среду, поддерживаемые внешним, регулируемым самой колебательной системой источником энергии, называются автоколебаниями.
Пронаблюдать автоколебания можно на специальной установке, состоящей из вертикального пружинного маятника с находящимся под ним электромагнитом. Электромагнит может быть подключен к источнику тока через пружинящий контакт, касающийся стального груза, подвешенного к пружине. Если включить источник тока, то электрическая цепь замкнется. Электромагнит притянет стальной груз. Груз начнет двигаться вниз и цепь разомкнется. После размыкания цепи, на груз перестанет действовать сила со стороны электромагнита, и он получит возможность двигаться вверх. При движении вверх, груз вновь замкнет электрическую цепь, коснувшись пружинящего контакта. Электромагнит вновь начнет притягивать груз. Процесс будет повторяться до тех пор, пока включен источник тока. Таким образом, энергия, теряемая системой при колебаниях, будет восполняться от внешнего источника энергии с периодичностью, задаваемой самой колебательной системой.

Примером автоколебательной системы служат часы.

Энергия опускающегося груза поступает к маятнику порциями с периодичностью движения самого маятника посредством  анкерного механизма.

При колебаниях происходит попеременное превращение энергии одного вида в энергию другого вида.
	Так, при отклонении груза, подвешенного на пружине, от положения  равновесия,  увеличивается его  потенциальная энергия.
	
	Если груз  отпустить,  он начинает совершать  колебания.  При  прохождении грузом положения равновесия, его потенциальная энергия перейдет в кинетическую энергию. 
	
	Далее кинетическая энергия  вновь перейдет в  потенциальную и этот процесс взаимопревращения  энергий будет продолжаться.

	
Е потенци. – max.

Е кинетич. = 0
	
	Е потенци. = 0

Е кинетич. – max.


	
	Е потенци. – max.

Е кинетич. = 0




Тела, способные совершать механические колебания под действием приложенных сил, называются маятниками.
Назовем тело, подвешенное на пружине и способное совершать механические колебания, вертикальным пружинным маятником. 

Чтобы пружинный маятник совершал колебания, тело необходимо вывести из положения равновесия и отпустить.
Математическим маятником будем называть небольшое тело, подвешенное на невесомой нерастяжимой нити и способное совершать малые колебания в вертикальной плоскости под действием сил тяжести и натяжения нити.

Колебательное движение можно охарактеризовать следующими величинами:
Смещением от положения равновесия - х,   измеряемым в единицах длины.

Амплитудой колебаний  - хо - максимальным отклонением от положения равновесия, также измеряемым в единицах длины.

Периодом колебаний  - Т - временем одного полного колебания, измеряемым в единицах времени.

Частотой колебаний -  v  - числом колебаний, совершаемых в одну секунду.

По определению, частота колебаний связана с периодом колебаний соотношением: 
[image: image1.wmf].
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Чтобы получить единицу частоты, надо в определяющее уравнение частоты колебаний  
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 подставить единицу времени 1 с.  Получаем: [v] = 1c. Эта единица имеет собственное наименование – 1герц (сокращенно - 1Гц).

Круговой, или циклической частотой - w.

Циклическая частота колебаний связана с периодом колебаний и частотой соотношениями: 
[image: image3.wmf].
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Из формул, выражающих эти связи, следует, что циклическая частота показывает, чему равно число колебаний системы за 2π,  или 6.28 секунд.

Единицей циклической частоты является:
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Для выявления зависимостей между величинами, характеризующими механические колебания, можно провести опыт, позволяющий сравнить колебания пружинного маятника с равномерным вращением тела по окружности. При этом удобно наблюдать не движение самих тел, а движение их проекций на экране. Подбирая частоту вращения тела, можно добиться синхронного движения теней вращающегося и колеблющегося тел.

Аналогичный опыт можно проделать и с математическим маятником.

Сопоставляя равномерное вращение по окружности и колебания пружинного и математического маятников,  можно заметить,  что любому углу поворота радиус-вектора,  соединяющего центр вращения с вращающимся телом, однозначно соответствуют значения тех или иных физических величин, характеризующих механические колебания, например их координат.
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Это соответствие отражается понятием фаза колебаний.

Фаза колебаний - это аргумент гармонической функции. Она является угловой мерой колебательного движения.

Измеряется фаза колебаний в угловых единицах.

Также опыты свидетельствуют о том, что равномерное вращение по окружности и свободные колебания маятников - пружинного и математического - приближенно могут быть описаны одним и тем же уравнением зависимости координаты от времени.

Зная закономерности колебательных движений можно устанавливать и регулировать параметры различных колебательных систем, например, часов, музыкальных инструментов.

Научившись улавливать слабые колебания земной коры,  возникающие перед землетрясениями,  извержениями вулканов с помощью специальных приборов - сейсмографов, можно заранее принимать меры, позволяющие снизить разрушительные эффекты этих стихийных бедствий.

§ 2.  Свободные механические колебания
Если грузу массы m, подвешенному на пружине с коэффициентом жесткости k сообщить некоторый запас энергии, выведя груз из положения равновесия, и отпустив его, либо придав ему скорость, груз начнет совершать свободные колебания.

В реальных механических системах всегда присутствует трение, поэтому свободные колебания будут затухающими, и их амплитуда с течением времени будет уменьшаться. Однако, если трение в системе мало, колебания приближенно можно считать незатухающими.

В положении равновесия на груз действуют, уравновешивая друг друга сила упругости Fупр , и сила тяжести Fтяж.

При смещении груза в любую сторону от положения равновесия согласно закону Гука изменяется сила упругости, действующая на него: F = –kх.
На другие колебательные системы могут действовать силы иной природы. Но изменяться в зависимости от смещения эти силы могут аналогичным образом. В этом случае они будут называться квазиупругими.

С динамической точки зрения, колебания, происходящие под действием силы прямо пропорциональной смещению и направленной к положению равновесия, называются гармоническими колебаниями.

Задача описания гармонических колебаний на математическом языке в конечном счете сводится к ответу на основной вопрос механики: где будет находиться колеблющееся тело в любой наперед заданный момент времени?

При решении этой задачи попутно следует ответить на практически важный вопрос: чему равен период колебаний колебательной системы?

Как для любых физических процессов, для описания колебаний могут быть применены теоретические и экспериментальные методы.

При этом, с теоретической точки зрения, механические колебания могут быть описаны на силовом и энергетическом языках.

Согласно силовому подходу, на колеблющийся груз действует упругая (или квазиупругая) сила F = –kх. По второму закону Ньютона эта сила равна произведению массы груза на ускорение его движения: F = ma:      
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Решение данного уравнения должно быть направлено на представление в явном виде зависимости координат колеблющегося тела от времени: х = х(t).  Возникает вопрос:  как это сделать?
Сопоставляя движение проекции тела равномерно вращающегося по окружности и гармонические колебания груза на пружине можно отметить, что оба движения могут происходить совершенно синхронно.

Равномерное движение по окружности описывается угловой скоростью, связанной с периодом колебаний и их частотой соотношением: 
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Соответственно, можно предположить, что и в уравнение гармонических колебаний входит аналогичная величина - круговая, или циклическая частота 
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. Вероятно, 
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.  Эксперимент подтверждает это.

Таким образом, кинематически гармоничeские колебания описываются уравнением: 
[image: image9.wmf](

)

0

0

sin

j

w

+

=

t

x

x

.

Так как 
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, то  период гармонических колебаний  
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где, в общем случае, k - коэффициент пропорциональности между квазиупругой силой и смещением колеблющегося тела от положения равновесия.

Ответить на основной вопрос механики для груза, колеблющегося на пружине, и определить период колебаний можно, не прибегая к сложному математическому аппарату на основе эксперимента.

Для этого рассмотрим колебательное движение в сопоставлении с движением проекции тела, равномерно вращающегося по окружности, и построим для этих движений экспериментальные графики зависимости координаты от времени х = х(t).

  При равномерном вращении тела по окружности угол поворота радиус-вектора, соединяющего центр вращения с телом, прямо пропорционален времени вращения:  ( = ( t.

Откладывая на графике значение координат проекции вращаемого тела на ось абсцисс через равные промежутки времени, получаем линию, описываемую уравнением 
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Если начинать рассматривать вращение в производный момент времени, уравнение движения будет в общем виде выглядеть так:
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Колебательное движение груза на пружине может происходить синхронно с движением проекции тела, равномерно вращающемся по окружности, следовательно, оно может быть описано тем же уравнением:  
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Если для вращательного движения Т - период (или время одного полного оборота), то:  
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 – частота (или число оборотов за 1 с).


[image: image18.wmf]T

p

pn

w

2

2

=

=

 – угловая скорость вращения.

Поскольку два рассмотренных движения описываются одним и тем же уравнением, для колебательного движения величина ( получила название круговой (или циклической) частоты движения.

Период для равномерного вращения может быть найден по формуле:  
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, где: x0 –  радиус окружности, по которой вращается тело; v0 –  линейная скорость тела.

Как следует из чертежа и эксперимента, проекция вектора скорости на вертикальное направление меняется по гармоническому закону. В точке А она принимает максимальное значение, что соответствует максимальной скорости тела, совершающего гармонические колебания. В точке В, она обращается в ноль, что соответствует остановке тела, совершающего гармонические колебания.

Рассмотрим взаимопревращение энергии при механических колебаниях груза на пружине (нулевой уровень энергии будет связан с положением равновесия тела).
	При максимальном смещении груза от  положения    равновесия, его полная энергия будет  равна потенциальной энергии упруго деформированной пружины:  
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	При прохождении телом положения равновесия, его полная энергия будет равна кинетической энергии тела:
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При этом, если нет потерь энергии, то Еп = Ек, 

или:     
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Проводя соответствующую замену, получим выражение для периода колебания груза на пружине: 
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Поскольку груз на пружине совершает движение под действием силы, прямо пропорциональной смещению и направленной к положению равновесия, вероятно, любая колебательная система, движущаяся под действием любых сил, изменяющихся по аналогичному закону: F = - kх, должна описываться уравнением  
х = хо sin((t + (o)  и иметь период колебаний  
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где k будет являться коэффициентом пропорциональности между результирующей силой, действующей на колеблющееся тело, и его смещением.

Таким образом, у нас появляется своеобразное предписание по решению задач на нахождение периода механических гармонических колебаний различных колебательных систем.

Сущность предписания заключается в следующем:

Если нам дана какая-то колебательная система и поставлен вопрос о нахождении периода ее колебаний,  то прежде всего следует проверить, являются ли колебания гармоническими, т.е. происходят ли они под действием силы прямо пропорциональной смещению и направленной к положению равновесия?

В случае отрицательного ответа на этот вопрос мы, опираясь на вышеизложенные знания, не сможем ответить и на первый вопрос.

В случае положительного ответа, период колебаний следует находить по формуле: 
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Выражение же для коэффициента k автоматически будет найдено при проверке характера колебаний системы.

Сказанное можно проиллюстрировать на примере движения небольшого тела, подвешенного на длинной нерастяжимой нити и совершающего колебания с маленькой амплитудой, называемого математическим маятником.

На тело действуют две силы: Fтяж = mg  - со стороны Земли и  Fупр – со стороны нити.
Проекция их результирующей R на ось Х, как следует из чертежа, всегда направлена к положению равновесия.

Чисто качественно видно, что чем больше смещение от положения равновесия, тем больше проекция результирующей силы Rх.

Однако, необходимо проверить, меняется ли величина этой проекции в зависимости от смещения по линейному закону?
Треугольник АВС –  прямоугольный, поэтому: R = mg sin (  .

Для малых углов отклонения нити можно приблизительно считать катет DС треугольника DОС равным отклонению тела от положения равновесия – х. Тогда sin ( треугольника DОС:
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Подставляя значение sin ( в уравнение для нахождения результирующей силы, получаем что:
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Следовательно, если масса колеблющегося груза, ускорение свободного падения и длина нити в процессе колебания остаются постоянными, то результирующая сила меняется в зависимости от смещения по линейному закону, и колебания математического маятника происходят по гармоническому закону. Период же их может быть найден по формуле
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Оказывается, что период колеблющегося математического маятника не должен зависеть от массы груза, а должен определяется только длиной нити и ускорением свободного падения.

Полученные выводы  можно  проверить экспериментально.

Так, о гармоническом характере колебаний математического маятника приближенно можно судить по механической осциллограмме, полученной следующим образом: на длинной нити подвешивается воронка с насыпанным в нее порошком. Воронка выводится из положения равновесия и отпускается. Высыпающийся из воронки порошок оставляет на равномерно движущейся под ней платформе след, по форме которого мы можем судить о зависимости смещения маятника от времени колебаний.

Эта зависимость действительно имеет приближенно гармонический характер

Для проверки зависимости периода колебаний математического маятника от ускорения свободного падения, в силу принципиальной сложности опыта, можно смоделировать увеличение поля тяжести добавлением к нему, например, магнитного поля. Для этого проще всего стальной шарик, подвешенный на нити, привести в колебательное движение, измерить период колебаний и подвести под него сильный магнит.

Такой опыт подтверждает на качественном уровне полученный  теоретическим путем результат.

Эксперимент с хорошей точностью подтверждает и остальные выводы, появившиеся в процессе описания механических гармонических колебаний, что свидетельствует о правомерности примененных подходов.

Полученные знания имеют не только познавательное значение, но и практический смысл.

Зависимость периода колебаний математического маятника от ускорения свободного падения может быть использована для точного определения ускорения свободного падения в заданном месте.

Поскольку на значение ускорения свободного падения влияют залежи полезных ископаемых, средняя плотность которых отличается от средней плотности Земли, математический маятник может быть использован для обнаружения этих залежей.

Для гармонических колебаний, происходящих под действием упругих сил, период колебаний определяется параметрами колебательной системы – m и k. Зная связь между ними, можно меняя параметры системы, целенаправленно менять и период ее колебаний.

Сказанное, в частности, относится к изготовлению и настройке музыкальных инструментов.

( 3.   Механические волны

Наверняка, всем доводилось наблюдать, как по поверхности воды начинают расходиться концентрические круги после того, как на воду упадет какой-нибудь небольшой предмет, например, камешек, поплавок. Эти расходящиеся круги называют волнами.

Волны на поверхности воды, правда иной формы, образуются и при порывах ветра.

Если резко ударить по натянутому упругому шнуру в перпендикулярном направлении, по нему также начнет распространяться волна.

При кратковременном ударе в горизонтальном направлении по спиральной пружине и по ней побежит волна.

Наблюдая за распространением волн на поверхности воды,  в шнуре,  можно выделить участки,  возвышающиеся над положением равновесия поверхности,  по которой распространяется волна. Условно их можно назвать гребнями. Соответственно, можно выделить участки, опускающиеся относительно положения равновесия поверхности, по которой распространяется волна. Условно их можно назвать впадинами.

На спиральной пружине можно выделить области сгущения и разряжения витков, условно называемые пучностями и разряжениями.

гребни                                      пучности


    впадины                                                          разряжения

Таким образом, внешне механическая волна представляет собой перемещение в пространстве горбов и впадин или пучностей и разряжений частиц среды.

Волны переносят энергию и импульс, о чем свидетельствует хотя бы огромная разрушительная сила морских волн, образующихся во время шторма.

Однако, даже простые наблюдения за поплавком, лежащим на поверхности стоячей воды, по которой распространяются волны от бросаемых неподалеку камешков, показывают, что распространение волн не связано с переносом вещества.

Чтобы возбудить волну на поверхности воды или в упругом шнуре, необходимо было посредством удара, порыва ветра или иным способом приложить к ним переменную силу, приводящую в среде к возникновению колебательного движения.

Таким образом, для возникновения механической волны необходимо, по крайней мере, два условия: среда и источник колебаний.

Сопоставляя направление распространения волн и направление колебаний точек среды, можно выделить волны продольные и волны поперечные.
Волны, в которых направление колебаний точек возбужденной среды параллельно направлению распространения волн, называются продольными.

Волны, в которых направление колебаний точек возбужденной среды перпендикулярно направлению распространения волн, называются поперечными.

Наблюдая за перемещением точек, колеблющихся в одинаковой фазе, называемых волновыми поверхностями, можно выделить волны бегущие и стоячие.



бегущая волна                                                          стоячая волна

С позиций направления распространения волны можно разделить на    одномерные,                    плоскостные,                                   объемные.





На чертежах направление распространения волн изображают с помощью лучей - перпендикуляров к волновым поверхностям.








Одной из главных характеристик волны является ее длина - расстояние между двумя ближайшими точками, колеблющимися в одной фазе.

В однородной среде волны, возбужденные источником колебаний частоты (, распространяются с постоянной скоростью V.

Скорость распространения волн, частота колебаний источника и длина волны связаны соотношением: V = ((.
Волны в среде распространяются благодаря силовым связям между ее частицами.

Разнесенные в пространстве частицы вещества можно изобразить в виде цепочки шариков с массой m каждый. Упругие связи между ними - в виде пружинок с жесткостью k.

Возбуждение передается от частицы к частице с некоторым запаздыванием, поэтому в возбужденной области частицы, отстоящие на разные расстояния от источника волн, колеблются в разных фазах.

Скорость распространения волн в среде зависит от характера сил, действующих на частицы среды.

Волновые процессы, в том числе механические, играют существенную роль в жизни человека. В частности, звуковые волны являются средством общения людей. Ультразвуковые волны применяются в медицине и технике.

В то же время, отдельные виды волн наносят человеку значительный вред. Наиболее известными примерами являются штормовые волны на море, цунами.

Примеры решения задач к главе 4 
“Механические колебания и волны”

Задача №1

В воду опустили бутылку. Если бутылка пустая, она погружается в воду на достаточно значительную глубину, но не тонет. Плавающую бутылку слегка топят и отпускают. Бутылка приходит в колебательное движение. 

Чему равен период колебаний бутылки?

Возникает вопрос:  как решить подобную задачу? 

Дело в том, что при рассмотрении колебательного движения, мы, как правило, имеем дело с гармоническими колебаниями и рассматриваем колебания или математического маятника, или груза, подвешенного к пружине. 

Период колебаний груза на пружине:
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где m - масса груза, k - коэффициент жесткости пружины.

Период колебаний математического маятника:
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Других формул в нашем распоряжении нет. 

Очевидно, что рассматриваемая колебательная система не похожа ни на груз на пружине, ни тем более, на математический маятник. 

Напрашивается вывод, что рассчитать период колебаний бутылки, плавающей в воде, нельзя.

Однако, следует вспомнить, что гармоническими следует считать всякие колебания, происходящие под действием силы, пропорциональной смещению и направленной к положению равновесия. 

В теории рассматривается простейший случай движения тела массы m под действием силы,  действующей со стороны пружины. Именно эта сила направлена к положению равновесия и пропорциональна смещению от положения равновесия. Но это только частный случай. На самом деле, гармонические колебания - это колебания, происходящие под действием всякой силы,  пропорциональной смещению и направленной к положению равновесия. Соответственно, коэффициент k - это некий коэффициент пропорциональности между силой, заставляющей тело совершать гармонические колебания, и смещением тела от положения равновесия. 

Таким образом, уравнение




позволяет рассчитать  период колебаний системы в том случае, если эта система совершает гармонические колебания.

В случае пружины, k - это коэффициент жесткости, в  других  случаях это выражение может быть достаточно сложным. 

Следовательно,  если нас просят рассчитать период  колебаний  какой - то системы, мы должны поступать следующим образом.

1. Надо выяснить, совершает ли данная система гармонические колебания.

Для этого необходимо определить, какие силы действуют на данную систему, пропорциональна  ли результирующая этих сил смещению от положения равновесия,  и направлена ли она к положению равновесия? Если да, то:  

2. Полученное при доказательстве (или при проверке) выражение для коэффициента k  подставить в уравнение для расчета периода колебаний. Задача будет решена.

Вернемся к задаче о колебании бутылки. 




В положении равновесия на бутылку действует сила тяжести,  направленная вертикально вниз, и  выталкивающая сила,  направленная вертикально вверх.  Сумма этих сил равна нулю.

Допустим, мы слегка утопили и отпустили бутылку. Тогда на бутылку будет действовать нескомпенсированная дополнительная сила Архимеда, направленная вертикально вверх.



,

 где (V - объем дополнительно утопленной части бутылки.

Именно из-за  этой  силы  бутылка,  отпущенная нами,  начнет движение вверх. Следовательно,  за колебания ответственна именно избыточная сила Архимеда. 

Архимедова сила равна произведению плотности жидкости, в которой находится тело, на ускорение свободного падения g и объем жидкости, вытесненной телом. В данном случае, это тот объем, который вытесняется при дополнительном погружении бутылки в жидкость.

Если горлышко бутылки имеет постоянную площадь сечения, мы можем записать, что  (V= S(x, где S - площадь поперечного сечения горлышка, (х - дополнительная глубина погружения. 

Результирующая сила, действующая на колеблющуюся бутылку, всегда направлена к положению равновесия.

Выражение, стоящее перед смещением, ни что иное, как коэффициент пропорциональности, постоянный в том случае, если плотность жидкости и площадь поперечного сечения горлышка постоянны. 




Подставляя это выражение в формулу для периода колебаний, мы получаем выражение:




Таким образом,  чтобы ответить на вопрос задачи, нам нужно знать,  чему равны масса бутылки,  площадь поперечного сечения ее горлышка, ускорение свободного падения и плотность жидкости, в которой происходят колебания. 

Если окажется,  что мы слишком глубоко утопили бутылку,  или наоборот, слишком на большую высоту ее вытащили, так что при колебательном движении площадь поперечного сечения стала меняться,  коэффициент k перестает быть постоянным.  Вероятно, решить задачу по данной формуле в этом случае нам не удастся.

Задача №2.

Маятник имеет период колебаний 3,6 секунды. (Пусть, для определенности, это будет математический маятник). 

За какое время этот маятник отклонится от положения равновесия на половину амплитуды?

Запишем уравнение, описывающее процесс колебаний маятника.  Желательно, чтобы уравнение содержало искомые и заданные величины.  В качестве такого уравнения можно записать кинематическое уравнение, описывающее гармонические колебания:



 ,       где    

.

После подстановки  имеем:          

.

Величина t - искомая.   Заданная величина - T. 

Кроме того, в уравнении присутствуют текущая координата - x и амплитуда - A.  Соотношение между этими двумя величинами нам известно. 

Воспользуемся условием задачи, и подставим значение координаты в записанное уравнение: 

.

Связь между искомым временем и периодом колебания представлена в неявном виде. 

Нам нужно придумать способ решения данного уравнения, чтобы данную связь представить в явном виде. 

Сократим правую и левую часть на A, тогда уравнение приобретает вид:  

.  Вспомним, что   

.

Можно утверждать, что если равны левые части уравнений, равны и их правые части: 

.

Приравняем аргументы функций: 

. 

Искомое время равно 

.

Подставив значение периода колебаний Т= 3,6 с, получаем: t=0,6с.

Задача, казалось бы, решена. 

Но зададимся вопросом: “А верный ли ответ мы получили?”. 

Как проанализировать решение задачи и полученный ответ? 

Очевидно, речь не идет о применении метода действий с наименованиями величин, поскольку слишком очевидным и простым является конечное уравнение. 

Так же как и в предыдущих случаях, когда мы проводили подобный анализ, попытаемся представить себе реальный процесс. 

Мы начали решать задачу формально и пропустили очень важный элемент решения - чертеж.  

Также мы пропустили предварительный анализ задачи.  

Исправим упущения.


Как уже было сказано в условии задачи, для определенности,  мы имеем дело с математическим маятником. Маятник совершает колебательное движение и отклоняется от положения равновесия  то в одну, то в другую сторону.  

Период колебаний - это время одного полного колебания.  

Если мы отклоним маятник от положения равновесия в правую сторону и отпустим его, то в течение  3,6 с маятник дойдет до левого крайнего положения и вернется в исходную точку.  

По всей видимости,  своего крайнего левого положения маятник достигнет за  время,  равное половине периода. 

Далее, в силу симметрии  рисунка,  отображающего процесс колебаний, можно утверждать, что от точки максимального отклонения до положения равновесия, маятник будет двигаться четвертую часть периода (t( = 0,9 с).

Движение маятника не является равномерным, более того оно не является и равнопеременным. 

Рассмотрим участок траектории движения маятника,  как сказано в условии задачи, от положения равновесия до половины амплитуды.   

Когда маятник проходил положение равновесия, скорость у него была максимальной. По мере удаления от положения равновесия, скорость уменьшалась. 

На интервале, от положения равновесия до половины амплитуды, средняя скорость у маятника  больше, чем на оставшемся участке пути.

Если средняя скорость движения на первом участке больше,  чем на втором участке,  то очевидно, что время прохождения  первого участка должно быть меньше, времени прохождения  второго участка. 

Если бы мы взяли половину времени от 0,9 секунды, мы получили бы 0,45 секунд. 

Мы можем ожидать, что на рассматриваемом участке  время должно быть меньше 0,45 секунды. Мы же получили время 0,6 секунды. 


                        2
          1         

Проведенный анализ показывает, что задача решена неверно. 

Возникает вопрос, где допущена ошибка и почему она допущена.

На второй вопрос ответ уже дан. Мы пренебрегли серьезными требованиями к решению задачи, не выполнили чертеж. Предварительно не проанализировали ситуацию и воспользовались формальным подходом к задаче. Недостаток этот мы восполнили. Осталось найти ошибку. 

Вспомним, как мы начинали решение задачи. 

Мы записали уравнение гармонических колебаний, выразив текущую координату через максимальное отклонение от положения равновесия и время движения. 

Вернемся к этому уравнению 

.

Зададим вопрос: где находится маятник в начальный момент времени? 

Если t = 0, то cos 0 = 1.  Тогда x = A. 

Очевидно, в этом случае мы начинаем отсчет времени, в момент, когда маятник находится не в положении равновесия, а отклонен от положения равновесия на величину амплитудного значения. 

Если мы отпускаем маятник  и начинаем рассматривать его движение, то маятник движется не от положения равновесия до середины амплитуды,  а от амплитуды до среднего положения.  

Тот ответ, который мы получили, относится не к участку 1, как это требовалось в задаче, а к участку 2.  

Действительно, на участке 2, как мы только что разобрали,  средняя скорость движения меньше чем на участке 1.  

Тогда время движения маятника на первом участке, по крайней мере, больше, чем 0,45 секунды, что мы и получили при решении задачи. 

Разобравшись с сюжетом, можно сказать, что мы нашли время движения маятника, относящееся к другому участку.

Искомое время t  мы можем найти, вычтя из четверти периода, найденное время t’. Оно равно 0,3 секунды. 

Мы могли получить правильный ответ и сразу, если бы записали исходное уравнение не через косинус, а через синус: 

.

В этом случае при t=0, sin0 = 0, и, соответственно, значение начальной координаты  равно 0. 

В начальный момент времени тело находилось бы в положении равновесия, и мы рассматривали бы процесс движения на том участке, который нас интересовал. 

В любом случае, выполнение чертежа, проведение предварительного анализа необходимо, так как нет никаких гарантий, что формальный подход позволит сразу правильно записать исходное уравнение. Мы можем случайным образом написать верное уравнение и случайным же образом можем совершить ошибку.

Задача №3.

Две пружины с коэффициентами жесткости k1 и k2 соединены сначала последовательно, а затем параллельно  друг с другом. К пружинам подвешен груз массы m. 

Чему равен период колебаний груза, прикрепленного к связке пружин в первом и во втором случае?


[image: image35.png]



Нам известно, что период колебаний груза, прикрепленного к пружине

.

Для решения задачи мысленно заменим две пружины одной эквивалентной пружиной. Определим, чему должен быть равен ее коэффициент жесткости,  чтобы период колебаний груза, подвешенного  к этой эквивалентной пружине, был равен периоду колебаний груза, подвешенного к связке пружин. 

Если вместо двух пружин у нас имеется одна эквивалентная пружина, можно утверждать, что сила, действующая со стороны груза на эту пружину,  должна равняться силе, действующей на первую и вторую пружины: 

;   

, где k0 и x0 - параметры эквивалентной пружины.

Но эквивалентная пружина должна растягиваться на величину, равную сумме растяжений первой и второй пружины: 
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Решая полученные уравнения относительно неизвестного нам коэффициента жесткости эквивалентной пружины, получаем следующие выражения: 

;

;

. Последнее выражение  можно подставить в уравнение для нахождения периода колебаний груза на пружине: 
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Во втором случае мы также можем воспользоваться уравнением для расчета периода колебаний груза на пружине и найти коэффициент жесткости эквивалентной пружины, состоящей из двух соединенных параллельно пружин. Но, если пружины соединены параллельно, то сила, действующая со стороны подвешенного груза, распределяется между пружинами таким образом, что сумма сил равняется общей силе 

. Такая же  сила действовала бы и на эквивалентную пружину. Эта сила равнялось бы произведению эквивалентного коэффициента жесткости на удлинение эквивалентной пружины.  Очевидно, что эквивалентная пружина растянулась бы точно так же, как и две пружины, соединенные параллельно. Сила, действующая на эту пружину, распределилась бы между первой и второй пружиной: 

. 

Растяжение обеих пружин одинаково, потому что их крайние точки соединены между собой.  В силу этого, выражение для коэффициента жесткости эквивалентной пружины находится достаточно просто: 

.
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